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TEMA PROJEKTU

Ukolem je vytvorit obecny model rustu svétové populace pomoci diferencialni rovnice.
Oznacme N(t) velikost svétové (lidské) populace v ¢ase t v letech. Dale bude r(t) pfedstavovat
miru rustu této populace (procentudlni rust populace) v ¢ase ¢t. Odtud dostaneme zménu velikosti

svétové populace za obdobi At:
N(t+ At) = N(t)+r(t)- N(t) - At. (1)

Otazka 1. Vysvétlete slovné model .

Tento vztah muzeme piepsat do tvaru

N(t+ At) — N(¢)

=7r(t)  N(t). 2
) (1) N (1) )
a limitnim pfechodem At — 0 dostaneme diferencidlni rovnici
dN
— =r(t)-N(t). 3
=) N () @

Abychom zjednodusili zépis, vynechdme v zdpise funkce N(t) argument a budeme psdt pouze
N. Mira rustu r(t) je nezndmé fukce casu ¢, kterou odhadneme pomoc{ linedrni a nelinedrni regrese.
Data pro odhad miry rustu svétové populace uvadi tabulka [I| a jsou zobrazena na obrazku .
Pochdzeji ze zdroje [IJ.
Otazka 2. Predpokladejme, Ze ro¢ni mira rustu svétové populace je konstatni, feknéme r. Z dat v
tabulce [[] navrhnéte odhad r. Vytvoite model rustu velikosti svétové populace. Jak se bude chovat

do budoucna?
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To 0.0207 0.0197 0.0179 0.0180 0.0181 0.0153
World pop |3,700,437,046 [4,079,480,606 |4,458,003,514 |4,870,921,740 |5,327,231,061 |5,744,212,979
Year 1970 1975 1980 1985 1990 1995

To 0.0133 0.0126 0.0124 0.0119 0.0105
World pop [6,143,493,823 |6,541,907,027 [6,956,823,603 |7,379,797,139 |7,794,798,739
Year 2000 2005 2010 2015 2020

Tabulka 1. Velikost a mira rustu svétové populace v ¢ase. Zdroj [1].
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Obrazek 1. Zobrazeni ménici se roéni miry rustu svétové populace r(t) vs. t (v letech).

Na zékladé uvedenych dat muzeme také predpoklddat, ze mira rustu svétové populace NEBUDE
konstatni. Pokusime se proto vytvorit funkci r(t), kterd by popisovala tuto ménici se miru rustu.
7 obrazku muzeme piredpokladat napiiklad nasledujici funkéni predpisy:

Otazka 3. Odduvodnéte tvar pro kazdého ze dvou kandidati na ménici se miru rustu svétové

populace r(t).
(a) r(t) = ao + azt,
(b) 7(t) = aop + art + ag sin (2 + a3) .

kde L ~ 30 udava prumérny vék matky pfi narozeni ditéte.
Otazka 4. Ukazte, Ze feSenim je .

N(t) = N(to) - e(ffto T(T)dT)' (4)

Budeme pfedpoklddat, ze v roce tg = 2019 bylo na planeté Zemi 7.714 miliard obyvatel, t.j. N(2019) =
7.714 miliard.
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Prvni model pro r(t)

Nejprve budeme predpoklddat miru rustu tvaru r(t) = ag + aqt.
Otazka 5. Ukazte, ze pokud odhadneme miru rustu jednoduchou linedrni regresi, bude popula¢ni
model tvaru .
paot+arly
N(t) = N(to))—— - (5)
ea0t0+a170
Otazka 6. Pro odhad parametru ag a a; pouZijte metodu nejmensich étvercu. Odhadnuté hodnoty
parametru ag a a; pouzijte v a vykreslete model svétové populace do roku 2200.
Vysledny model svétové populace by mél vypadat podobné jako na obrazku[2] Také ho tak méte?
Vysvétlete, co obrdzek ukazuje. Je to dobry model? Pro¢? Na zdkladé obrdzku 2] urcete, kdy bude

svétova populace dosahovat maxima.

10+
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Obrazek 2. Vykresleni odhadu svétové populace pro miru
riastu (a) r(t) = ao + a1t s nejlepsimi odhady hodnot ao a

ai.

Druhy model pro r(¢)

V druhém modelu budeme predpokladat, ze r(t) = ag + a1t + az sin (% + ag).
Otazka 7. Ukazte, ze pokud odhadujeme miru rustu svétové populace touto slozitéjsi funkei r(t),

pak je populaéni model tvaru @

—30asy cos(% 7rt+a3)—30 ag Sin(%+n,3>+ﬂ (t—2019)(aj t+2ag+2019ay)

N(t) = N(2019)e 2 . (6)
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Otazka 8. K odhadu parametru ag, a1, as, a ag pouzijte metodu nejmensich ¢tvercu. Ziskané
odhady parametru ag, a1, az, and az pouZzijte v @ a vykreslete model svétové populace do roku
2200.

Vysledny model svétové populace by mél vypadat podobné jako na obrézku[3] Také ho tak méte?
Vysvétlete, co obrazek ukazuje. Je to dobry model? Pro¢? Na zdkladé obrazku [3| urcete, kdy bude

svétova populace dosahovat maxima.
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Obrazek 3. Vykresleni odhadu svétové populace pro miru
rastu (b) r(t) = ao + a1t + azsin (% + ag) s nejlepsimi

odhady hodnot ao a a;.

Otazka 9. Pokuste se navrhnout jiné funkce r(¢) a oddiavodnit svij ndvrh. Pouzijte svij ndvrh
k podobné analyze a predikci velikosti svétové populace.

Otazka 10. Vykreslete a porovnejte nakonec predikce budouci svétové populace pro vSechny ¢tyii
modely zalozené na ruznych r(t): konstantni mira rastu, model (a), model (b) a posledni vdmi

navrzeny model. Co si myslite o budoucnosti svétové populace na zakladé téchto analyz?

Dalsi modely
Uvazujme také dals{ modely pro r(¢):

(c) r(t) =ap+ a1 - N(t), logisticky model,
(d) r(t)=a (w - 1) (1 - %), model s Alleeho efektem.

Model (c), logisticky model, je model, ve kterém r(t) = r(N(t)) = ap + a1 - N(t) je rustovy

koeficient funkei velikosti populace N(t). Dostavdame tak model svétové populace ve tvaru :
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dN
= =) N(t) = (a0 +ar- N()) - N(). (7)
Otdazka 11. Poté co substituci z modelu (c) r(t) = ag+a1-N(t) do diferencidlni rovnice (3)) dostanete

konkrétn{ logisticky model, vyfeste tuto rovnici pro funkei N(t) a ovéite, ze dostanete:

_ 0,00002284080266
1,748185649 - 1020 ¢~0,02990992151¢ 4 () 000001922576988

N(t) (8)

Otéazka 12. Funkei rustového koeficientu r(t) = ag + a; - N(t) muzeme odhadnout pomoci linedrn{
regrese z dat v tabulce [l Zkuste to a ukazte, Ze nejlepsi odhad koeficientu je ag = 0,0293993 a
ay; = —0,00245444.

4 5 6 7
Velikost populace

Obriazek 4. Vykresleni odhadu miry rustu (c) 7(t) = ao +
a1 N (t) s nejlepsimi odhady hodnot ao a a;.

Otazka 13. Ukazte, ze se velikost svétové populace lidi ,,ustdli“ na 11,8 miliardach.

Pro tento model populace nebude nikdy klesat, protoze jsme zvolili klesajici funkci r(N(t))
(linedrni) a proto ¢im bude velikost populace vyssi, tim pomaleji poroste. Cim mensi je koeficient
rustu, tim mensi je rust populace, tedy rust bude zpomalovat, ale nikdy zcela neustane. Takovy

model muze slouzit naptiklad k odhadu kapacity prostiedi, v tomto piipadé okolo 11,8 miliard lidi.

Nyni se budeme zabyvat poslednim modelem (d). Poprvé popsal tento model v roce 1930’s
Warder Clyde Allee a podle néj je pojmenovan. Allee na experimentalnich studiich ukézal, ze rust

populace karase zlatého je rychlejsi, kdyz je v rezervodru vice jedincu [4]. Vyvodil z toho, Ze agregace
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Fodet obyvatel v miliardach

2000 2050 2100 2150 2200

Obrazek 5. Vykresleni odhadu svétové populace pro miru
rastu (c¢) r(t) = ao + a1 N(t) s nejlepsimi odhady hodnot ag

a aj.

jednotliven muze zvysit miru pfeziti populace a Ze spolupriace muze hrat podstatnou tlohu v cel-
kovém vyvoji socidlni struktury populace. V modelu s Alleeho efektem je a pfirozend mira rustu
populace, K je kapacita prostiedi a A je kritickd nebo Alleeho prahovéa hodnota.

Docteme se, ze: ,,Tento graf je prikladem silného Alleeho efektu, kde ma populace zapornou
hodnotu miry rustu pro 0 < N(t) < A a tudiz muze dojit k vyhynuti, kladnou miru rastu pro
A < N(t) < K (predpokldddme 0 < A < K). V pripadé slabého Alleeho efektu je rust populace
pod ur¢itym prahem pouze zpomalen v tempu rustu. Alleho efekt je dobfe pozorovan u malych
populaci, protoze populace nad touto hranici uz vykazuji spiSe logisticky rust. Protoze mérena
velikost svétové populace nikdy nebyla pod takto nizkym prahem, neexituje zadny vyzkum, ktery
by se zabyval dopadem Alleeho efektu na svétovou populaci, ale Alleeho efekt byl pozorovan pro
mnoho druhu, hlavné zvifat, kterd jako skupina lovi kofist nebo se bréni proti preddtorum.” [3]

Z matematického pohledu jde ovsem o odhad r(N) jako kvadratické funkce proménné N, ktery
muzeme udélat i z dat za touto hranicﬂ Pro takovy odhad je dat v tabulce |1| prilis méalo a je tfeba
pouzit vSech 70 méfeni velikosti svétové populace od roku 1951 do roku 2020. Tato data lze nalézt
na [2]. Kvadraticky odhad miry rastu »(N), pak davé svétovy model populace tvaru

Otézka 14. Funkci ristového koeficientu r(t) = ag + a1 - N(t) + az - (N(t))? mtzeme odhadnout

pomoci linedrni regrese z dat na [2] nebo v souboru population.xlsx. Zkuste to a ukazte, ze nejlepsi

ITouto hranici je hodnota, ve které ma parabola své maximum.
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odhad koeficientt je ag = 0.016645, a; = 1.938243 - 10712 a ay = —3.693209 - 10~22. Porovnejte vas
vysledek s obrézkem [7]
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Obrézek 6. Vykresleni odhadu pro miru rustu r(¢) = ao +
ai - N(t) 4+ az - (N(t))* s nejlepsimi odhady hodnot ag, a1 a

as.

Otézka 15. Poté co substituci z modelu (c) r(t) = ag+ay-N(t)+az- (N (t))? do diferencidln{ rovnice
@ dostanete konkrétni model. Pouzijte numerickou metodu k odhadu feseni N(t) s pocateéni
podminkou N(2019) = 7.714 a ovéite, ze dostanete graf [7}

Otéazka 16. Ukazte, ze pro tento model (d) se velikost svétové populace lid{ ,,ustali“ na 9,83 mili-

ardéch.
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