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Brno, Česká republika

TÉMA PROJEKTU

Úkolem je vytvořit obecný model r̊ustu světové populace pomoćı diferenciálńı rovnice.

Označme N(t) velikost světové (lidské) populace v čase t v letech. Dále bude r(t) představovat

mı́ru r̊ustu této populace (procentuálńı r̊ust populace) v čase t. Odtud dostaneme změnu velikosti

světové populace za obdob́ı ∆t:

N(t + ∆t) = N(t) + r(t) ·N(t) ·∆t . (1)

Otázka 1. Vysvětlete slovně model (1).

Tento vztah můžeme přepsat do tvaru

N(t + ∆t)−N(t)

∆t
= r(t) ·N(t) . (2)

a limitńım přechodem ∆t→ 0 dostaneme diferenciálńı rovnici

dN

dt
= r(t) ·N(t) . (3)

Abychom zjednodušili zápis, vynecháme v zápise funkce N(t) argument a budeme psát pouze

N . Mı́ra r̊ustu r(t) je neznámá fukce času t, kterou odhadneme pomoćı lineárńı a nelineárńı regrese.

Data pro odhad mı́ry r̊ustu světové populace uvád́ı tabulka 1 a jsou zobrazena na obrázku .

Pocházej́ı ze zdroje [1].

Otázka 2. Předpokládejme, že ročńı mı́ra r̊ustu světové populace je konstatńı, řekněme r. Z dat v

tabulce 1 navrhněte odhad r. Vytvořte model r̊ustu velikosti světové populace. Jak se bude chovat

do budoucna?
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r0 0.0207 0.0197 0.0179 0.0180 0.0181 0.0153

World pop 3,700,437,046 4,079,480,606 4,458,003,514 4,870,921,740 5,327,231,061 5,744,212,979

Year 1970 1975 1980 1985 1990 1995

r0 0.0133 0.0126 0.0124 0.0119 0.0105

World pop 6,143,493,823 6,541,907,027 6,956,823,603 7,379,797,139 7,794,798,739

Year 2000 2005 2010 2015 2020

Tabulka 1. Velikost a mı́ra r̊ustu světové populace v čase. Zdroj [1].

Obrázek 1. Zobrazeńı měńıćı se ročńı mı́ry r̊ustu světové populace r(t) vs. t (v letech).

Na základě uvedených dat můžeme také předpokládat, že mı́ra r̊ustu světové populace NEBUDE

konstatńı. Pokuśıme se proto vytvořit funkci r(t), která by popisovala tuto měńıćı se mı́ru r̊ustu.

Z obrázku můžeme předpokládat např́ıklad následuj́ıćı funkčńı předpisy:

Otázka 3. Odd̊uvodněte tvar pro každého ze dvou kandidát̊u na měńıćı se mı́ru r̊ustu světové

populace r(t).

(a) r(t) = a0 + a1t,

(b) r(t) = a0 + a1t + a2 sin
(
2πt
L + a3

)
.

kde L ≈ 30 udává pr̊uměrný věk matky při narozeńı d́ıtěte.

Otázka 4. Ukažte, že řešeńım (3) je (4).

N(t) = N(t0) · e
(∫ t
t0
r(τ)dτ

)
. (4)

Budeme předpokládat, že v roce t0 = 2019 bylo na planetě Zemi 7.714 miliard obyvatel, t.j. N(2019) =

7.714 miliard.
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Prvńı model pro r(t)

Nejprve budeme předpokládat mı́ru r̊ustu tvaru r(t) = a0 + a1t.

Otázka 5. Ukažte, že pokud odhadneme mı́ru r̊ustu jednoduchou lineárńı regreśı, bude populačńı

model tvaru (5).

N(t) = N(t0)
ea0t+a1

t2

2

ea0t0+a1
t20
2

. (5)

Otázka 6. Pro odhad parametr̊u a0 a a1 použijte metodu nejmenš́ıch čtverc̊u. Odhadnuté hodnoty

parametr̊u a0 a a1 použijte v (5) a vykreslete model světové populace do roku 2200.

Výsledný model světové populace by měl vypadat podobně jako na obrázku 2. Také ho tak máte?

Vysvětlete, co obrázek ukazuje. Je to dobrý model? Proč? Na základě obrázku 2 určete, kdy bude

světová populace dosahovat maxima.

Obrázek 2. Vykresleńı odhadu světové populace pro mı́ru

r̊ustu (a) r(t) = a0 + a1t s nejlepš́ımi odhady hodnot a0 a

a1.

Druhý model pro r(t)

V druhém modelu budeme předpokládat, že r(t) = a0 + a1t + a2 sin
(
2πt
L + a3

)
.

Otázka 7. Ukažte, že pokud odhadujeme mı́ru r̊ustu světové populace touto složitěǰśı funkćı r(t),

pak je populačńı model tvaru (6).

N(t) = N(2019)e

−30 a2 cos

(
1
15 π t+a3

)
−30 a2 sin

( π
10+a3

)
+π (t−2019)(a1 t+2 a0+2019 a1)

2π . (6)
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Otázka 8. K odhadu parametr̊u a0, a1, a2, a a3 použijte metodu nejmenš́ıch čtverc̊u. Źıskané

odhady parametr̊u a0, a1, a2, and a3 použijte v (6) a vykreslete model světové populace do roku

2200.

Výsledný model světové populace by měl vypadat podobně jako na obrázku 3. Také ho tak máte?

Vysvětlete, co obrázek ukazuje. Je to dobrý model? Proč? Na základě obrázku 3 určete, kdy bude

světová populace dosahovat maxima.

Obrázek 3. Vykresleńı odhadu světové populace pro mı́ru

r̊ustu (b) r(t) = a0 + a1t + a2 sin
(
2πt
L

+ a3

)
s nejlepš́ımi

odhady hodnot a0 a a1.

Otázka 9. Pokuste se navrhnout jiné funkce r(t) a odd̊uvodnit sv̊uj návrh. Použijte sv̊uj návrh

k podobné analýze a predikci velikosti světové populace.

Otázka 10. Vykreslete a porovnejte nakonec predikce budoućı světové populace pro všechny čtyři

modely založené na r̊uzných r(t): konstantńı mı́ra r̊ustu, model (a), model (b) a posledńı vámi

navržený model. Co si mysĺıte o budoucnosti světové populace na základě těchto analýz?

Daľśı modely

Uvažujme také daľśı modely pro r(t):

(c) r(t) = a0 + a1 ·N(t), logistický model,

(d) r(t) = a
(
N(t)
A − 1

)(
1− N(t)

K

)
, model s Alleeho efektem.

Model (c), logistický model, je model, ve kterém r(t) = r(N(t)) = a0 + a1 · N(t) je r̊ustový

koeficient funkćı velikosti populace N(t). Dostáváme tak model světové populace ve tvaru (7):
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dN

dt
= r(t) ·N(t) = (a0 + a1 ·N(t)) ·N(t) . (7)

Otázka 11. Poté co substitućı z modelu (c) r(t) = a0+a1 ·N(t) do diferenciálńı rovnice (3) dostanete

konkrétńı logistický model, vyřešte tuto rovnici pro funkci N(t) a ověřte, že dostanete:

N(t) =
0, 00002284080266

1, 748185649 · 1020 e−0,02990992151 t + 0, 000001922576988
. (8)

Otázka 12. Funkci r̊ustového koeficientu r(t) = a0 + a1 ·N(t) můžeme odhadnout pomoćı lineárńı

regrese z dat v tabulce 1. Zkuste to a ukažte, že nejlepš́ı odhad koeficient̊u je a0 = 0, 0293993 a

a1 = −0, 00245444.

Obrázek 4. Vykresleńı odhadu mı́ry r̊ustu (c) r(t) = a0 +

a1N(t) s nejlepš́ımi odhady hodnot a0 a a1.

Otázka 13. Ukažte, že se velikost světové populace lid́ı ,,ustáĺı“ na 11,8 miliardách.

Pro tento model populace nebude nikdy klesat, protože jsme zvolili klesaj́ıćı funkci r(N(t))

(lineárńı) a proto č́ım bude velikost populace vyšš́ı, t́ım pomaleji poroste. Č́ım menš́ı je koeficient

r̊ustu, t́ım menš́ı je r̊ust populace, tedy r̊ust bude zpomalovat, ale nikdy zcela neustane. Takový

model může sloužit např́ıklad k odhadu kapacity prostřed́ı, v tomto př́ıpadě okolo 11,8 miliard lid́ı.

Nyńı se budeme zabývat posledńım modelem (d). Poprvé popsal tento model v roce 1930’s

Warder Clyde Allee a podle něj je pojmenován. Allee na experimentálńıch studíıch ukázal, že r̊ust

populace karase zlatého je rychleǰśı, když je v rezervoáru v́ıce jedinc̊u [4]. Vyvodil z toho, že agregace
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Obrázek 5. Vykresleńı odhadu světové populace pro mı́ru

r̊ustu (c) r(t) = a0 + a1N(t) s nejlepš́ımi odhady hodnot a0

a a1.

jednotlivc̊u může zvýšit mı́ru přežit́ı populace a že spolupráce může hrát podstatnou úlohu v cel-

kovém vývoji sociálńı struktury populace. V modelu s Alleeho efektem je a přirozená mı́ra r̊ustu

populace, K je kapacita prostřed́ı a A je kritická nebo Alleeho prahová hodnota.

Dočteme se, že: ,,Tento graf je př́ıkladem silného Alleeho efektu, kde má populace zápornou

hodnotu mı́ry r̊ustu pro 0 < N(t) < A a tud́ıž může doj́ıt k vyhynut́ı, kladnou mı́ru r̊ustu pro

A < N(t) < K (předpokládáme 0 < A < K). V př́ıpadě slabého Alleeho efektu je r̊ust populace

pod určitým prahem pouze zpomalen v tempu r̊ustu. Alleho efekt je dobře pozorován u malých

populaćı, protože populace nad touto hranićı už vykazuj́ı sṕı̌se logistický r̊ust. Protože měřená

velikost světové populace nikdy nebyla pod takto ńızkým prahem, neexituje žádný výzkum, který

by se zabýval dopadem Alleeho efektu na světovou populaci, ale Alleeho efekt byl pozorován pro

mnoho druh̊u, hlavně zv́ı̌rat, která jako skupina lov́ı kořist nebo se bráńı proti predátor̊um.”[3]

Z matematického pohledu jde ovšem o odhad r(N) jako kvadratické funkce proměnné N , který

můžeme udělat i z dat za touto hranićı1. Pro takový odhad je dat v tabulce 1 př́ılǐs málo a je třeba

použ́ıt všech 70 měřeńı velikosti světové populace od roku 1951 do roku 2020. Tato data lze nalézt

na [2]. Kvadratický odhad mı́ry r̊ustu r(N), pak dává světový model populace tvaru

dN

dt
= a

(
N(t)

A
− 1

)(
1− N(t)

K

)
·N(t) . (9)

Otázka 14. Funkci r̊ustového koeficientu r(t) = a0 + a1 · N(t) + a2 · (N(t))2 můžeme odhadnout

pomoćı lineárńı regrese z dat na [2] nebo v souboru population.xlsx. Zkuste to a ukažte, že nejlepš́ı

1Touto hranićı je hodnota, ve které má parabola své maximum.
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odhad koeficient̊u je a0 = 0.016645, a1 = 1.938243 · 10−12 a a2 = −3.693209 · 10−22. Porovnejte váš

výsledek s obrázkem 7.

Obrázek 6. Vykresleńı odhadu pro mı́ru r̊ustu r(t) = a0 +

a1 ·N(t) + a2 · (N(t))2 s nejlepš́ımi odhady hodnot a0, a1 a

a2.

Otázka 15. Poté co substitućı z modelu (c) r(t) = a0+a1 ·N(t)+a2 ·(N(t))2 do diferenciálńı rovnice

(9) dostanete konkrétńı model. Použijte numerickou metodu k odhadu řešeńı N(t) s počátečńı

podmı́nkou N(2019) = 7.714 a ověřte, že dostanete graf 7.

Otázka 16. Ukažte, že pro tento model (d) se velikost světové populace lid́ı ,,ustáĺı“ na 9,83 mili-

ardách.
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odhady hodnot a0, a1 a a2.

[4] Wikipedia contributors. (2020, January 25). Allee effect. In Wikipedia, The Free Encyclope-

dia. https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Allee effect&oldid=937563935, př́ıstup 28. 1.
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